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具有较大ｈａｒｍｏｎｉｃ指数的四圈图
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摘　要：　确定了所有ｎ（ｎ≥９）阶四圈图中极大至第八大ｈａｒｍｏｎｉｃ指数及对应的极图结构．
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１　引　言

设Ｇ＝ （）Ｖ　Ｇ ， （）（ ）Ｅ　Ｇ 是一个简单连通图［１］，其中 （）Ｖ　Ｇ 、 （）Ｅ　Ｇ 分别表示图Ｇ 的点集和边集，记

（）Ｖ　Ｇ ＝ｎ， （）Ｅ　Ｇ ＝ｍ．若ｍ＝ｎ＋ｃ－１，则图Ｇ被称为ｃ圈图．当ｃ为０、１、２、３、４时，图Ｇ分别被

称为树、单圈图、双圈图、三圈图、四圈图．
记 （）Ｔｅ　ｎ 为所有四圈图的集合，ｄＧ（）ｘ 表示图Ｇ 中点ｘ的度，且下文中在不引起混淆的情况下将

ｄＧ（）ｘ 简写为 （）ｄ　ｘ ．图Ｇ中点ｕ的邻点集用ＮＧ（）ｕ 表示，顶点 的 最 小 度 和 最 大 度 分 别 用δ（）Ｇ （或

δ）、Δ（）Ｇ （或Δ）表示．ｃｋ（）Ｇ 表示图Ｇ中度为ｋ的点的个数，ｅｉｊ 表示图Ｇ中两端点的度分别为ｉ和ｊ
的边，且将边ｅｉｊ 的条数记作ｘｉｊ．

简单图Ｇ的ｈａｒｍｏｎｉｃ指数定义为［２］

（）Ｈ　Ｇ ＝ ∑
ｕｖ∈ （）Ｅ　Ｇ

２
ｄＧ（）ｕ ＋ｄＧ（）ｖ

Ｆａｖａｒｏｎ等探讨了图的ｈａｒｍｏｎｉｃ指 数 与 其 特 征 值 之 间 的 关 系［３］．文 献［４－６］给 出 了 简 单 连 通 图、

树、单圈图及双圈图的极大与极小ｈａｒｍｏｎｉｃ指数，并且描述了相应的极图．Ｄｅｎｇ等人对树、单圈图和双

圈图的ｈａｒｍｏｎｉｃ指数做了进一步研究［７］．有关ｈａｒｍｏｎｉｃ指数更多结论可参考［８－１１］．

２０１５年，Ｄｅｈｇｈａｎ－Ｚａｄｅｈ等 人 根 据ｎ＝５，６时 取 得 极 大 Randi! 指 数 的 四 圈 图 定 义 了 两 类ｎ
ｎ≥（ ）７ 阶四圈图，然后证明了这两类图达到ｎ　ｎ≥（ ）７ 阶四圈图的极大与第二大Randi!指数［１２］．本文

参考［１２］中的结论，将所有四圈图按照其边结构进行分类，最终确定了所有ｎ（ｎ≥９）阶四圈图的前八

大ｈａｒｍｏｎｉｃ指数及对应的极图结构。

２　预备知识

引理２．１［７］　任意ｎ阶简单连通图Ｇ 满足 （）Ｈ　Ｇ ＝ｎ２－
１
２ｆ
（）Ｇ ，其中
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ｆ（）Ｇ ＝ ∑
ｕｖ∈ （）Ｅ　Ｇ

（）ｄ　ｕ　－ （）（ ）ｄ　ｖ　 ２

（） （） （）ｄ　ｕ　ｄ　ｖ　ｄ　ｕ　＋ （）（ ）ｄ　ｖ

引理２．２　设Ｇ为ｎ阶简单连通图，ｆ　ｅｉ（ ）ｊ ＝ ｉ　－
（ ）ｊ　２
ｉｊ　ｉ　＋（ ）ｊ

，则ｆ（）Ｇ ＝ ∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ－１

ｘｉｊｆ　ｅｉ（ ）ｊ ．

证明　由引理２．１知

ｆ（）Ｇ ＝ ∑
ｕｖ∈ （）Ｅ　Ｇ

（）ｄ　ｕ　－ （）（ ）ｄ　ｖ　 ２

（） （） （）ｄ　ｕ　ｄ　ｖ　ｄ　ｕ　＋ （）（ ）ｄ　ｖ
对任意ｕｖ∈Ｇ，令 （）ｄ　ｕ ≤ （）ｄ　ｖ ，记 （）ｄ　ｕ ＝ｉ， （）ｄ　ｖ ＝ｊ，则

（）ｄ　ｕ　－ （）（ ）ｄ　ｖ　 ２

（） （） （）ｄ　ｕ　ｄ　ｖ　ｄ　ｕ　＋ （）（ ）ｄ　ｖ ＝ ｉ　－
（ ）ｊ　２
ｉｊ　ｉ　＋（ ）ｊ

因为图Ｇ中ｅｉｊ 的个数为ｘｉｊ，所以

ｆ（）Ｇ ＝ ∑
ｕｖ∈ （）Ｅ　Ｇ

（）ｄ　ｕ　－ （）（ ）ｄ　ｖ　 ２

（） （） （）ｄ　ｕ　ｄ　ｖ　ｄ　ｕ　＋ （）（ ）ｄ　ｖ ＝ ∑
１≤ｉ≤ｊ≤ｎ－１

ｘｉｊｆ　ｅｉ（ ）ｊ

又当ｉ＝ｊ时，ｆ　ｅｉ（ ）ｊ ＝０，从而

ｆ（）Ｇ ＝ ∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ－１

ｘｉｊｆ　ｅｉ（ ）ｊ

证毕．
本文中用到的ｆ　ｅｉ（ ）ｊ 的值有

ｆ　ｅ（ ）１２ ＝１６
，ｆ　ｅ（ ）１３ ＝１３

，ｆ　ｅ（ ）２３ ＝１３０
，ｆ（ｅ２４）＝１１２

，ｆ（ｅ２５）＝９７０
，ｆ　ｅ（ ）３４ ＝１８４

推论２．１　设Ｇ为ｎ阶简单连通图，则 （）Ｈ　Ｇ ≤ ｎ２
，当且仅当图Ｇ为正则图时等号成立．

证明　由引理２．２知，ｆ（）Ｇ ＝ ∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ－１

ｘｉｊｆ　ｅｉ（ ）ｊ ．而ｘｉｊ ≥０，ｆ　ｅｉ（ ）ｊ ≥０，所以ｆ（）Ｇ ≥０．再由引理２．１

知， （）Ｈ　Ｇ ＝ｎ２－
１
２ｆ
（）Ｇ ，从而 （）Ｈ　Ｇ ≤ ｎ２．

当图Ｇ为正则图时，ｆ（）Ｇ ＝ ∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ－１

ｘｉｊｆ　ｅｉ（ ）ｊ ＝０，因此 （）Ｈ　Ｇ ＝ｎ２
证毕．

推论２．２　设Ｇ∈ （）Ｔｅ　ｎ ，则

∑
ｉ≤ｊ
ｘｉｊ＝ｎ＋３

∑
ｉ≤ｊ
ｘｉｊ（ｉ＋ｊ）＝ ∑

ｕ∈Ｖ（Ｇ）
ｄ２（ｕ）

证明　根据四圈图的定义得

∑
ｉ≤ｊ
ｘｉｊ＝ （）Ｅ　Ｇ ＝ｎ＋３

∑
ｉ≤ｊ
ｘｉｊ（ｉ＋ｊ）＝ ∑

ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）
（ｄ（ｕ）＋ｄ（ｖ））＝ ∑

ｕ∈Ｖ（Ｇ）
ｄ２（ｕ）

证毕．
按照图的边结构，下面定义十类重要的不含悬挂点的四圈图，且在图１中分别给出了这十类图中的

一个具体例子．
Ｒｅ６＝ Ｇ　Ｇ ∈ （）Ｔｅ　ｎ 且ｘ３３＝９，ｎ　＝｛ ｝６ ；

Ｗ５＝ Ｇ　Ｇ ∈ （）Ｔｅ　ｎ 且ｘ３４＝４，ｘ３３＝４，ｎ　＝｛ ｝５ ；

Ｃｐｎ＝ Ｇ　Ｇ ∈ （）Ｔｅ　ｎ 且ｘ２３＝２，ｘ３３＝８，ｘ２２＝ｎ－７，ｎ≥｛ ｝７ ；

Ｄｎ＝ Ｇ　Ｇ ∈ （）Ｔｅ　ｎ 且ｘ２３＝４，ｘ３３＝７，ｘ２２＝ｎ－８，ｎ≥｛ ｝８ ；
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Ｚｎ＝ Ｇ　Ｇ ∈ （）Ｔｅ　ｎ 且ｘ２３＝６，ｘ３３＝６，ｘ２２＝ｎ－９，ｎ≥｛ ｝９ ；

Ｇｗｎ＝ ＧＧ ∈ （）Ｔｅ　ｎ 且ｘ３４＝４，ｘ２３＝２，ｘ３３＝３，ｘ２２＝ｎ－６，ｎ≥｛ ｝６ ；

Ｋｎ＝ ＧＧ ∈ （）Ｔｅ　ｎ 且ｘ３４＝ｘ２３＝４，ｘ３３＝２，ｘ２２＝ｎ－７，ｎ≥｛ ｝７ ；

Ｑｎ＝ ＧＧ ∈ （）Ｔｅ　ｎ 且ｘ３４＝３，ｘ２４＝ｘ２３＝１，ｘ３３＝４，ｘ２２＝ｎ－６，ｎ≥｛ ｝６ ；

Ｆｓｎ＝ ＧＧ ∈ （）Ｔｅ　ｎ 且ｘ２４＝２，ｘ３４＝４，ｘ３３＝ｘ４４＝１，ｘ２２＝ｎ－５，ｎ≥｛ ｝５ ；

Ｂｎ＝ ＧＧ ∈ （）Ｔｅ　ｎ 且ｘ２４＝２，ｘ３４＝２，ｘ３３＝５，ｘ２２＝ｎ－６，ｎ≥｛ ｝７　．

Ｒｅ６ Ｗ５ Ｃｐｎ Ｄｎ Ｚｎ

Ｇｗｎ Ｋｎ Ｑｎ Ｆｓｎ Ｂｎ
图１　十类不含悬挂点的四圈图

Ｆｉｇ．１　Ｔｅｎ　ｃｌａｓｓｅｓ　ｏｆ　ｔｅｔｒａｃｙｃｌｉｃ　ｇｒａｐｈｓ　ｗｉｔｈｏｕｔ　ｐｅｎｄｅｎｔ　ｖｅｒｔｉｃｅｓ

３　四圈图中具有较大ｈａｒｍｏｎｉｃ指数的图

定理３．１　设ｎ≥５，Ａｎ＝Ｒｅ６ ∪Ｗ５ ∪Ｃｐｎ ∪Ｄｎ ∪Ｚｎ ∪Ｇｗｎ ∪Ｋｎ ∪Ｑｎ ∪Ｂｎ ∪Ｆｓｎ，则当Ｇ∈

（）Ｔｅ　ｎ ＼Ａｎ 且无悬挂点时， （）Ｈ　Ｇ ＜ ｎ２－
３
２８．

证明　设Ｇ∈ （）Ｔｅ　ｎ ＼Ａｎ，由引理２．１知，仅需证明ｆ（）Ｇ ＞ ３１４．

因为图Ｇ无悬挂点，所以δ（）Ｇ ≥２．当δ（）Ｇ ≥４时，Ｅ（Ｇ）≥２ｎ＞ｎ＋３＝ Ｅ（Ｇ），矛盾．从而

２≤δ（）Ｇ ≤３．又因为Ｇ∈ （）Ｔｅ　ｎ ，所以３≤Δ（）Ｇ ≤８．由四圈图的定义可知ｍ＝ｎ＋３，故 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）

（）ｄ　ｘ ＝

２ｍ＝２ｎ＋６．接下来分如下情况进行讨论．
情形１　Δ（）Ｇ ＝３

因为２≤δ（）Ｇ ≤Δ（）Ｇ ＝３，所 以 图Ｇ 当 中 仅 有２度 点 和３度 点，从 而 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）

ｄ（ｘ）＝２ｃ２（）Ｇ ＋

３ｃ３（）Ｇ ＝２ｎ＋６．又ｃ２（）Ｇ ＋ｃ３（）Ｇ ＝ｎ，故ｃ３（）Ｇ ＝６，ｃ２（）Ｇ ＝ｎ－６．由推论２．２得ｘ２３＋２ｘ３３＝１８，故

ｘ２３ ∈ ０，２，４，６，８，１０，１２，１４，１６，｛ ｝１８ ．
当ｘ２３＝０，２，４，６时，图Ｇ分别属于Ｒｅ６，Ｃｐｎ，Ｄｎ，Ｚｎ，矛盾．

当ｘ２３ ≥８时，ｆ（）Ｇ ≥８ｆ（ｅ２３）＝４１５＞
３
１４．

情形２　Δ（）Ｇ ＝４

由 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）

ｄ（ｘ）＝２ｃ２（）Ｇ ＋３ｃ３（）Ｇ ＋４ｃ４（）Ｇ ＝２ｎ＋６，ｃ２（）Ｇ ＋ｃ３（）Ｇ ＋ｃ４（）Ｇ ＝ｎ可得

ｃ３（）Ｇ ＋２ｃ４（）Ｇ ＝６
从而图Ｇ可以分为如下三种类型：

（１）ｃ４（）Ｇ ＝３，ｃ２（）Ｇ ＝ｎ－３
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若３个 四 度 点 彼 此 邻 接，则ｘ２４＝６，从 而ｆ（）Ｇ ＝６ｆ　ｅ（ ）２４ ＝１２ ＞
３
１４．

否 则ｘ２４ ＞６，ｆ（）Ｇ ＞

６ｆ　ｅ（ ）２４ ＝１２ ＞
３
１４．

（２）ｃ４（）Ｇ ＝２，ｃ３（）Ｇ ＝２，ｃ２（）Ｇ ＝ｎ－４
若２个四度点与２个三度点彼此邻接，则ｘ３４＝４，ｘ３３＝ｘ４４＝１，ｘ２４＝２，此时Ｇ∈Ｆｓｎ，矛盾．否则，

ｆ（）Ｇ ＞２ｆ　ｅ（ ）２４ ＋４ｆ　ｅ（ ）３４ ＝３１４．

（３）ｃ４（）Ｇ ＝１，ｃ３（）Ｇ ＝４，ｃ２（）Ｇ ＝ｎ－５
由推论２．２得，ｘ２３＋２ｘ２４＋２ｘ３３＋３ｘ３４＝２０．而ｘ２４＋ｘ３４＝４，由此分为以下几类：

①ｘ２４＝０，ｘ３４＝４
此时ｘ２３＋２ｘ３３＝８，故ｘ２３∈ ０，２，４，６，｛ ｝８ ．当ｘ２３＝０，２，４时，图Ｇ分别属于Ｗ５，Ｇｗｎ，Ｋｎ，矛盾．

当ｘ２３＝６，８时，ｆ（）Ｇ ≥６ｆ　ｅ（ ）２３ ＋４ｆ　ｅ（ ）３４ ＝２６１０５＞
３
１４．

②ｘ２４＝１，ｘ３４＝３
此时ｘ２３＋２ｘ３３＝９，故ｘ２３∈ １，３，５，７，｛ ｝９ ．当ｘ２３＝１时，Ｇ∈Ｑｎ，矛盾．当ｘ２３∈ ３，５，７，｛ ｝９ 时，

ｆ（）Ｇ ≥ｆ（ｅ２４）＋３ｆ　ｅ（ ）３４ ＋３ｆ　ｅ（ ）２３ ＝２３１０５＞
３
１４．

③ｘ２４＝２，ｘ３４＝２
此时ｘ２３ ＋２ｘ３３ ＝１０，故ｘ２３ ∈ ０，２，４，６，８，｛ ｝１０ ．当ｘ２３ ＝０时，Ｇ ∈ Ｂｎ，矛 盾．当ｘ２３ ∈

２，４，６，８，｛ ｝１０ 时，ｆ（）Ｇ ≥２ｆ　ｅ（ ）２４ ＋２ｆ　ｅ（ ）３４ ＋２ｆ　ｅ（ ）２３ ＝９３５＞
３
１４．

④ｘ２４ ∈ ３，｛ ｝４

此时ｆ（）Ｇ ＞３ｆ　ｅ（ ）２４ ＝１４ ＞
３
１４．

情形３　Δ（）Ｇ ＝５
由２ｃ２（）Ｇ ＋３ｃ３（）Ｇ ＋４ｃ４（）Ｇ ＋５ｃ５（）Ｇ ＝２ｎ＋６及ｃ２（）Ｇ ＋ｃ３（）Ｇ ＋ｃ４（）Ｇ ＋ｃ５（）Ｇ ＝ｎ可 得，

ｃ３（）Ｇ ＋２ｃ４（）Ｇ ＋３ｃ５（）Ｇ ＝６，再 由ｃ５（）Ｇ ≥１得，ｃ３（）Ｇ ＋ｃ４（）Ｇ ≤３，所 以ｘ２５ ≥２，从 而ｆ（）Ｇ ＞

２ｆ　ｅ（ ）２５ ＝９３５＞
３
１４．

图２　Ｐｅｎ 中的一个图

Ｆｉｇ．２　Ａ　ｇｒａｐｈ　ｉｎ　Ｐｅｎ

情形４　６≤Δ（）Ｇ ≤８

与情形３同理，ｆ（）Ｇ ＞４ｆ　ｅ２（ ）Δ ＞ ３１４．

综上所述，当Ｇ∈ （）Ｔｅ　ｎ ＼Ａｎ 时， （）Ｈ　Ｇ ＜ ｎ２－
３
２８．

证毕．
下面考虑含悬挂点的四圈图．定义：

Ｐｅｎ＝｛Ｇ　Ｇ ∈ （）Ｔｅ　ｎ 且ｘ３３＝１０，ｘ２３＝１，ｘ１２＝１，ｘ２２
＝ｎ－９，ｎ≥９｝

图２为Ｐｅｎ 中的一个图．

定理３．２　设图Ｇ是ｎ≥５且含悬挂点的四圈图，当Ｇ∈ （）Ｔｅ　ｎ ＼Ｐｅｎ 时， （）Ｈ　Ｇ ＜ ｎ２－
３
２８．

证明　设Ｇ∈ （）Ｔｅ　ｎ ＼Ｐｅｎ，由引理２．１可知，仅需证明ｆ（）Ｇ ＞ ３１４．
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因 为ｆ　ｅ１（ ）ｘ 对ｘ单调递增，所以当ｃ１（）Ｇ ≥２时，ｆ（）Ｇ ＞２ｆ　ｅ（ ）１２ ＝１３＞
３
１４．

下面设ｃ１（）Ｇ ＝１，且

点ｕ是图Ｇ 中唯一的悬挂点，点ｖ是该悬挂路的根节点，即点ｖ是距离点ｕ最近的度大于２的点．进行

如下分类讨论：

情形１　ｖ∈ＮＧ（）ｕ

此时ｕｖ∈ （）Ｅ　Ｇ ，从而ｆ（）Ｇ ≥ｆ　ｅ（ ）ｕｖ ≥ｆ　ｅ（ ）１３ ＝１３ ＞
３
１４．

情形２　ｖＮＧ（）ｕ
此时Ｐｕｖ 是长度至少为２的一条悬挂路．当ｄＧ（ｖ）≥４时，有

ｆ（）Ｇ ≥ｆ　ｅ（ ）２４ ＋ｆ　ｅ（ ）１２ ＝１４ ＞
３
１４

当ｄＧ（ｖ）＝３时，用Ｇ
·

表示图Ｇ删除Ｐｕｖ 得到的子图，则３≤ΔＧ（）
·

≤８．对ΔＧ（）
·

进行分类讨论．

（１）ΔＧ（）
·

＝３
此时ｃ３（）Ｇ ＝７，ｃ１（）Ｇ ＝１，ｃ２（）Ｇ ＝ｎ－８．由 推 论 ２．４ 得：ｘ２３ ＋２ｘ３３ ＝２１，从 而 ｘ２３ ∈

１，３，５，…，｛ ｝２１ ．当ｘ２３＝１时，Ｇ∈Ｐｅｎ，矛盾．当ｘ２３ ∈ ３，５，７，…，｛ ｝２１ 时，有

ｆ（）Ｇ ≥３ｆ　ｅ（ ）２３ ＋ｆ　ｅ（ ）１２ ＝４１５＞
３
１４

（２）ΔＧ（）
·

＝４

当ｃ４ Ｇ（）
·

＝３时，因为图Ｇ
·

中两端点的度分别为ｉ和ｊ的边的个数大于等于６，从而

ｘ２４ ≥４，ｆ（）Ｇ ＞４ｆ　ｅ（ ）２４ ＝１３ ＞
３
１４

当ｃ４ Ｇ（）
·

＝２，ｃ３ Ｇ（）
·

＝２时，ｃ４（）Ｇ ＝２，ｃ３（）Ｇ ＝３，ｃ２（）Ｇ ＝ｎ－６，ｃ１（）Ｇ ＝１，从而

ｆ（）Ｇ ≥４ｆ　ｅ（ ）３４ ＋ｆ　ｅ（ ）２３ ＋ｆ　ｅ（ ）１２ ＝２６１０５＞
３
１４

当ｃ４ Ｇ（）
·

＝１，ｃ３ Ｇ（）
·

＝４时，ｃ４（）Ｇ ＝１，ｃ３（）Ｇ ＝５，ｃ２（）Ｇ ＝ｎ－７，ｃ１（）Ｇ ＝１，从而

ｆ（）Ｇ ≥４ｆ　ｅ（ ）３４ ＋ｆ　ｅ（ ）２３ ＋ｆ　ｅ（ ）１２ ＝２６１０５＞
３
１４

（３）５≤ΔＧ（）
·

≤８

此时ｃ３ Ｇ（）
·

＋ｃ４ Ｇ（）
·

≤３，从而ｃ３（）Ｇ ＋ｃ４（）Ｇ ≤４，故ｘ２Δ ≥１，从而

ｆ（）Ｇ ＞ｆ　ｅ２（ ）Δ ＋ｆ　ｅ（ ）２３ ＋ｆ　ｅ（ ）１２ ≥ｆ　ｅ（ ）２５ ＋ｆ　ｅ（ ）２３ ＋ｆ　ｅ（ ）１２ ＝２３７０＞
３
１４

综上所述，当Ｇ∈ （）Ｔｅ　ｎ ＼Ｐｅｎ 时， （）Ｈ　Ｇ ＜ ｎ２－
３
２８．　

证毕．

４　结　论

结合定理３．１及定理３．２可知，当且仅当Ｇ∈Ａｎ∪Ｐｅｎ 时， （）Ｈ　Ｇ ≥ｎ２－
３
２８．

对Ａｎ∪Ｐｅｎ 中所有

图集的ｈａｒｍｏｎｉｃ指数进行计算得：

Ｈ　Ｒｅ（ ）６ ＝３　ｎ　＝（ ）６ ，Ｈ　Ｗ（ ）５ ＝５２２１ ｎ　＝
（ ）５ ，Ｈ　Ｃｐ（ ）ｎ ＝ｎ２－

１
３０ ｎ≥
（ ）７ ，
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Ｈ　Ｄ（ ）ｎ ＝ｎ２－
１
１５ ｎ≥
（ ）８ ，Ｈ　Ｚ（ ）ｎ ＝ｎ２－

１
１０ ｎ≥
（ ）９ ，Ｈ　Ｇｗ（ ）ｎ ＝ｎ２－

２
３５ ｎ≥
（ ）６ ，

Ｈ　Ｑ（ ）ｎ ＝ｎ２－
８
１０５ ｎ≥

（ ）６ ，Ｈ　Ｋ（ ）ｎ ＝ｎ２－
１９
２１０ ｎ≥

（ ）７ ，Ｈ　Ｂ（ ）ｎ ＝ｎ２－
２
２１ ｎ≥
（ ）７ ，

Ｈ　Ｆｓ（ ）ｎ ＝ｎ２－
３
１４ ｎ≥
（ ）５ ，Ｈ　Ｐｅ（ ）ｎ ＝ｎ２－

１
１０ ｎ≥
（ ）９ ．

对比上面各值可以得出如下结论：

定理４．１　在四圈图中，
（１）当ｎ＝５时，达到极大及第二大ｈａｒｍｏｎｉｃ指数的图分别为Ｗ５，Ｆｓ５；
（２）当ｎ＝６时，达到极大至第四大ｈａｒｍｏｎｉｃ指数的图分别为Ｒｅ６，Ｇｗ６，Ｑ６，Ｆｓ６；
（３）当ｎ＝７时，达到极大至第六大ｈａｒｍｏｎｉｃ指数的图分别为Ｃｐ７，Ｇｗ７，Ｑ７，Ｋ７，Ｂ７，Ｆｓ７；
（４）当ｎ＝８时，达到极大至第七大ｈａｒｍｏｎｉｃ指数的图分别为Ｃｐ８，Ｇｗ８，Ｄ８，Ｑ８，Ｋ８，Ｂ８，Ｆｓ８；
（５）当ｎ≥９时，达到极大至第八大ｈａｒｍｏｎｉｃ指数的图分别为Ｃｐｎ，Ｇｗｎ，Ｄｎ，Ｑｎ，Ｋｎ，Ｂｎ，Ｚｎ ∪

Ｐｅｎ，Ｆｓｎ．

参　考　文　献：

［１］　ＢＯＮＤＹ　Ｊ　Ａ，ＭＵＲＴＹ　Ｕ　Ｓ　Ｒ．Ｇｒａｐｈ　ｔｈｅｏｒｙ［Ｍ］．Ｌｏｎｄｏｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００８．
［２］　ＦＡＪＴＬＯＷＩＣＺ　Ｓ，ＷＡＬＬＥＲ　Ｗ　Ａ．Ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｓ　ｏｆ　ｇｒａｆｆｉｔｉ－ＩＩ［Ｊ］．Ｃｏｎｇｒ　Ｎｕｍｅｒ，１９８６，５５：５１－５６．
［３］　ＦＡＶＡＲＯＮ　Ｏ，ＭＡＨＯ　Ｍ，ＳＡＣＬＪ　Ｆ．Ｓｏｍｅ　ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｉｎ　ｇｒａｐｈｓ（ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｓ　ｏｆ　ｇｒａｆｆｉｔｉ－ＩＩ）［Ｊ］．Ｄｉｓ－

ｃｒｅｔｅ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９９３，１１１（１－３）：１９７－２２０．
［４］　ＺＨＯＮＧ　Ｌ．Ｔｈｅ　ｈａｒｍｏｎｉｃ　ｉｎｄｅｘ　ｆｏｒ　ｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　Ｌｅｔｔｅｒｓ，２０１２，２５（３）：５６１－５６６．
［５］　ＺＨＯＮＧ　Ｌ．Ｔｈｅ　ｈａｒｍｏｎｉｃ　ｉｎｄｅｘ　ｏｎ　ｕｎｉｃｙｃｌｉｃ　ｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ａｒｓ　Ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａ，２０１２，１０４：２６１－２６９．
［６］　ＺＨＯＮＧ　Ｌ，ＸＵ　Ｋ．Ｔｈｅ　ｈａｒｍｏｎｉｃ　ｉｎｄｅｘ　ｆｏｒ　ｂｉｃｙｃｌｉｃ　ｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ｕｔｉｌｉｔａｓ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ，２０１３，９０：２３－３２．
［７］　ＤＥＮＧ　Ｈ，ＢＡＬＡＣＨＡＮＤＲＡＮ　Ｓ，ＡＹＹＡＳＷＡＭＹ　Ｓ　Ｋ，ｅｔ　ａｌ．Ｏｎ　ｈａｒｍｏｎｉｃ　ｉｎｄｉｃｅｓ　ｏｆ　ｔｒｅｅｓ，ｕｎｉｃｙｃｌｉｃ　ｇｒａｐｈｓ　ａｎｄ　ｂｉ－

ｃｙｃｌｉｃ　ｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ａｒｓ　Ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａ，２０１７，１３０：２３９－２４８．
［８］　ＬＩＵ　Ｊ．Ｏｎ　ｔｈｅ　ｈａｒｍｏｎｉｃ　ｉｎｄｅｘ　ｏｆ　ｔｒｉａｎｇｌｅ－ｆｒｅｅ　ｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１３，４（８）：１　２０４－１　２０６．
［９］　ＷＵ　Ｒ，ＴＡＮＧ　Ｚ，ＤＥＮＧ　Ｈ．Ｏｎ　ｔｈｅ　ｈａｒｍｏｎｉｃ　ｉｎｄｅｘ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｇｉｒｔｈ　ｏｆ　ａ　ｇｒａｐｈ［Ｊ］．Ｕｔｉｌｉｔａｓ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ，２０１３，９１：６５－

６９．
［１０］ＷＵ　Ｒ，ＴＡＮＧ　Ｚ，ＤＥＮＧ　Ｈ．Ａ　ｌｏｗｅｒ　ｂｏｕｎｄ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｈａｒｍｏｎｉｃ　ｉｎｄｅｘ　ｏｆ　ａ　ｇｒａｐｈ　ｗｉｔｈ　ｍｉｎｉｍｕｍ　ｄｅｇｒｅｅ　ａｔ　ｌｅａｓｔ　ｔｗｏ［Ｊ］．

Ｆｉｌｏｍａｔ，２０１３，２７（１）：５１－５５．
［１１］ＬＩＵ　Ｊ．Ｏｎ　ｈａｒｍｏｎｉｃ　ｉｎｄｅｘ　ａｎｄ　ｄｉａｍｅｔｅｒ　ｏｆ　ｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　Ｐｈｙｓｉｃｓ，２０１３，１（３）：５－６．
［１２］ＤＥＨＧＨＡＮ－ＺＡＤＥＨ　Ｔ，ＡＳＨＲＡＦＩ　Ａ　Ｒ，ＨＡＢＩＢＩ　Ｎ．Ｔｅｔｒａｃｙｃｌｉｃ　ｇｒａｐｈｓ　ｗｉｔｈ　ｅｘｔｒｅｍａｌ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆRandi!ｉｎｄｅｘ［Ｊ］．

Ｂｏｌｌｅｔｔｉｎｏ　ｄｅｌｌ′Ｕｎｉｏｎｅ　Ｍａｔｅｍａｔｉｃａ　Ｉｔａｌｉａｎａ，２０１５，８（１）：１－８．

Ｔｅｔｒａｃｙｃｌｉｃ　Ｇｒａｐｈｓ　ｗｉｔｈ　Ｌａｒｇｅ　Ｍａｘｉｍｕｍ　Ｈａｒｍｏｎｉｃ　Ｉｎｄｉｃｅｓ
ＷＡＮＧ　Ｙｕ－ｊｉａｎ，ＳＨＡＯ　Ｙａｎ－ｌｉｎｇ

（Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，Ｎｏｒｔｈ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｃｈｉｎａ，Ｔａｉｙｕａｎ　０３００５１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：　Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ，ｗｅ　ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ　ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　ｕｐ　ｔｏ　ｅｉｇｈｔｈ　ｍａｘｉｍｕｍ　ｈａｒｍｏｎｉｃ　ｉｎｄｉｃｅｓ　ｏｆ　ｎｖｅｒｔｉｃｅｓ
ｔｅｔｒａｃｙｃｌｉｃ　ｇｒａｐｈｓ　ｗｈｅｎ　ｎ≥９，ａｎｄ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ　ｔｈｅ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｏｆ　ｅｘｔｒｅｍａｌ　ｇｒａｐｈｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　Ｈａｒｍｏｎｉｃ　ｉｎｄｅｘ；Ｔｅｔｒａｃｙｃｌｉｃ　ｇｒａｐｈｓ；Ｄｅｇｒｅｅ

·６３· 云南师范大学学报（自然科学版）　　　　　　　　　　　　　　　第３８卷　


